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Légica Proposicional

Em ldgica cldssica existem duas alternativas para a definicido de uma
linguagem:
@ Légica Proposicional,

@ Loégica de Primeira Ordem.

Légica Proposicional - baseada em proposicoes.

@ Proposicbes s3o frases declarativas que fazem afirmacgdes sobre
qualquer coisa.
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Linguagem da Légica Proposicional

Alfabeto

@ Simbolos de pontuagdo: (, ).
e Simbolos légicos:

— (negagdo), A (conjung¢do), V (disjungdo), — (implicagdo).
@ Simbolos de predicado: P,Q,R,... ou p,q,r,... (proposi¢des)

Frases da linguagem (fbfs)
@ Os simbolos de predicado sdo fbfs.
@ Se a é uma fbf entdo (—ar) é uma fbf.
@ Se a e [ sdo fbfs entdo (a A B), (aV B), (o — () sdo fbfs.
© Nada mais é uma fbf.
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Escrita simplificada

Ordem de prioridade dos operadores
Q -
QO AV
Q —
Propriedades
@ A,V sdo opera¢Oes associativas a esquerda;
@ — é associativa a direita.

Sempre que possivel os paréntesis redundantes sao omitidos.

(pAq)V(r— (p— q)) pode ser simplificado para pAqV (r — p — q).
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Gramatica

Gramatica na BNF(Backus Naur Form)

Uma férmula f (fbf) da légica proposicional é gerada por
f o= pl(=)|(FADFVO(Ff—F)

onde p é uma proposicao.

Arvores de parsing para fbfs

Cada férmula construida de acordo com a gramdtica pode ser representada
por uma Unica arvore de parsing.

(=)

(((=p)Ag) — (PA(qV(=r))))

Nota o
Em notacdo prefixa:

(= (A(=p)g)(Ap(Va(—r))))
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Sistema dedutivo

Regras de inferéncia

Permitem inferir novas fbfs a partir de fbfs existentes. Tipicamente, em
sistemas de dedugdo natural existem duas regras de inferéncia por cada
simbolo légico (—, A, V, —):

© Regra de introducao

© Regra de eliminacao

y

Prova

Sequéncia numerada de fbfs, em que cada fbf ou é uma premissa ou
resulta da aplicacdo de uma regra de inferéncia que utiliza fbfs anteriores.
Objectivo:

¢17 ¢27 ) (;5,, k- 1/)

(premissas = conclus&o)
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Eliminacao da conjuncao

Ei N

Q
>
=

R
> L
=

(PANQREP)e(PAQREP)

Exercicio

Prove que

(pAg,rEqAnr)
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Provas hipotéticas

Provas hipotética

E uma prova iniciada com a introducao de uma hipdtese.

@ Uma prova hipotética cria um ambiente onde se assume que a
hipdtese é verdadeira.

@ Este ambiente vai ser representado por uma caixa.
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Introducao da implicacao

o
8
a— 0 =
(PFQ—(PAQ)
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Elimina¢do da implicagdo (modus ponens)

(P-(Q—R)F(P—-Q)—(P—R))
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Regra da repeticao

2 Reps
(0%

Rep>

2] =

(P-Q— P)
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Introducao da negacao

' /-

(P— Q,-QF-P)
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Eliminacao da negacao

e’
rakl |
(-PFP— Q)
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Introducao da disjun¢ao

IV
aVp
B 1Y
aVp
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Eliminacao da disjuncao

al | B
aVpl|: :
Q:b ¢ £y
(PVQEQVP)
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Diminuir o nimero de linhas da prova

Um teorema é uma fbf que pode ser inferida sem o uso de premissas.

P— P

(gq—=r)—=((=p——q)—(p—r))

Quando usamos teoremas podemos omitir a sua prova, introduzindo
apenas uma linha com a fbf correspondente e justificando-a como um
teorema.
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Ponto da situacao

Numa prova as fbfs s3o:

@ premissas

@ teoremas

@ resultado da aplicacdo de regras de inferéncia
Regras de inferéncia sao

@ regras associadas aos simbolos légicos

@ regras de inferéncia derivadas
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Novo simbolos

Simbolos légicos tradicionais: V, A, =, —
Mas sao suficientes os simbolos = e —

Definir A e V a custa de = e —. l

Outro simbolo Iégico: equivaléncia ()
Se « e (3 sdo fbfs entdo aw < [3 é fbf.

ae B (= p)AB—a)
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Introducado e eliminacdo da equivaléncia

a>pf Boa
o< 3 J
o B
a— Er o
o< 3
foa 27
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Sugestbes para construir as provas

Férmula | Técnica a utilizar
a— 3 prova hipotética introduzindo como hipdtese « e tentando

derivar 3
alp tentar provar separadamente a e
aVp tentar provar uma das fbf « ou 8
e utilizar as fbfs existentes na prova para derivar directamente

- ou utilizar uma prova hipotética com a hipdtese «

para tentar chegar a uma contradicao

P tentar aplicacdes de regras que introduzem esse predicado P
ou tentar prova por absurdo: usando uma prova hipotética
iniciada com a negac¢ao do predicado, e tentando derivar uma
contradicdo dentro dessa prova hipotética. Ou ainda, usar
raciocinio por casos a partir de disjuncoes.
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Propriedades do sistema dedutivo

@ Teorema da deducao: se A é um conjunto de fbfs, o e 3 sao fbfs e
(AUa«a)F B entdo At (a— ).

e Transitividade de : se A é um conjunto de fbfs, ay, ..., o, sdo fbfs
eAra,....,Ara,eaq,..,ap - 3, entdo AF S

e Para qualquer conjunto de fbfs A, o conjunto Th(A) é infinito.

e Monotonicidade: se A; e Aj sdo conjuntos de fbfse A; C As
entdo Th(A1) C Th(Ay).

e Ponto fixo: se A é um conjunto de fbfs, entdo Th(A) = Th(Th(A)).

Nota: Th(A) ={a: At a}
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Sistema semantico: significado

Seja V uma fungdo de valoragdo (ou interpretagdo) para légica
proposicional (LP) que faz corresponder a cada fbf o valor Verdadeiro (V)
ou Falso (F).

V: ,C[_p = {V, F}

Dada uma fbf o e uma fungdo de valoracdo V, diz-se que V satisfaz « sse
V(«) = V caso contrério diz-se que v n3o satisfaz a.

Para os simbolos de predicado a funcdo de valoracdo é uma associacao
entre predicados e valores légicos (V e F).

Para os simbolos lé6gicos consideramos as tabelas de verdade
correspondentes e obtemos o resultado de V por composicao.
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Tabelas de verdade

al| B lanp al|pBlaVvp
ViV % ViV %

VI F F VI F Vv

FlV F FlV %

F|F F FlF F

a|fBla—p0

VIV 74 a | o
VIF F VI F
FlV % FlV
F|F %

(PAQ)— (-PV Q)

Nota: A dimens3o da tabela de verdade cresce exponencialmente em funcio do niimero de predicados.
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Sistema semantico: classificacdo de fbf

@ Tautoldgicas: verdadeiras para todas as interpretacoes

e Satisfaziveis: existe pelo menos uma interpretacao na qual a fbf é
verdadeira

o Falsificdvel: existe pelo menos uma interpretagao na qual a fbf é falsa

e Contraditérias (ou n ao satisfaziveis): falsas para todas as
interpretacoes
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Sistema semantico: classificacdo de fbf

Verdadeira em algumas
interpretacdes e falsa noutras

Falsa em todas
Verdadeira em as interpretagoes

todas as

interpretacbes

Tautologica Satisfazivel Falsificavel Contraditoria
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Formas Normais

Formas normais sdo formas sob as quais as férmulas adquirem uma
estrutura mais regular, tornando a sua manipulacdo mais eficiente.

Designa-se por literal todo o simbolo proposicional ou sua negacao.

Forma Normal Conjuntiva para o clculo proposicional (CP)

Uma fbf diz-se estar sob a forma normal conjuntiva (FNC) se for uma
conjunc¢ao de disjuncgoes de literais.
(Também se denota por CNF do inglés Conjuntive Normal Form )

Toda a fbf da légica proposicional admite uma férmula na FNC que lhe é
logicamente equivalente. J
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Conversao para a FNC (ou CNF)

As seguintes equivaléncias fornecem (quando aplicadas da esquerda para a
direita) um algoritmo de reescrita

(a—=0B)=(a— P)AN (B — a) eliminagdo de —

(e = B)=-aVp eliminagdo de —
“(aNp)==-aV i leis de DeMorgan
—(aVp)==-aA-0

o = o eliminacdo de dupla —
pV(aAnpB)=(oVa)A(oVP) distribuicdo de V
(@anB)Ve=(aVP)A(BV9)

(... = outras equiv. conhecidas.)

Forma Normal Conjuntiva

@ Exemplos
-P
-PAP
PV -=Q
PA(mQVPV-R)AS
e Contra-exemplos
(PVQ)VR

Converta a seguinte fbf a FNC

(=p——q) =~ (p—q)

Légica Proposicional
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Forma Clausal

Uma clausula é um conjunto de literais (o conjunto denota a sua
disjung¢3o).

A cldusula {p2, =pl,—p3} denota (p2 V -pl V —p3)

Notacao

Dada uma cldusula C, seja P o conjunto dos simbolos ndo negados e N o
conjunto dos simbolos negados. E habitual escrever C sob a forma P « V.

p2 — pl, p3 denota (p2 vV —pl V —p3)

pl < p3  denota (pl Vv —p3)
— p2 denota (—p2)
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Forma Clausal

@ Uma cldusula P «— N também pode ser vista como denotando uma
implicagdo - a conjuncao de N implica a disjuncao de P.
Exemplo: p2 < pl, p3 denota (pl A p3) — p2

@ Convenciona-se que a conjun¢do de @ é V e a disjungdo de & é 1.

@ Uma cldusula unitaria é uma clausula que tém exactamente um literal.

@ O conjunto vazio representa a clausula vazia. Uma cldusula vazia é
ndo satisfazivel.

@ Um conjunto de clausulas vazio é satisfeito seja qual for a fungdo de
valoracao.

Toda a férmula do CP admite um conjunto de cladsulas logicamente
equivalente, i.e., tal que a conjuncao das disjuncoes denotadas pelas
cldusulas é logicamente equivalente a férmula inicial.

(E imediato dos resultados anteriores. )

Elisabete Freire (DM-UAg) Légica Proposicional 32 /34




Forma Clausal

Exemplo

Seja w uma férmula. A determinagdo do conjunto C(w) das clausulas que
. o : . s q—(p—(pAa))
a representam pode ser feita por aplicagdo sucessiva das seguintes regras a
5o inici . 1. g—=(p—(pPAQ))

representagdo inicial (w «):
- (W1, -w — W2) W1 — W2,w) 2. (p—=(PNQ)—gq por — esq.

(W1 — W2, -w) WLw — W2) > DG = por — esq.
Vo (W1, (wlV w2) — W2) W1, wl, w2 — W2) - Pap per=/Aesq.

(W1 — W2, (wlV w2)) W1 — W2 wl), (W1 — W2,w2) q9-—4qp |

A (W1 (wl Aw2) — W2)
(W1 — W2, (wl A w2))
— (W1, (wl — w2) — W2)
(W1 — W2,(wl — w2))
- (W1, (wl < w2) — W2)

As transformacgdes preservam equivaléncia légica e garante-se a terminacdo
do procedimento ( as transformag¢des (1-4) diminuem o ndmero de
conectivos que ocorrem em C(w); por outro lado, as transformagdes 5
substituem um conectivo por outros aos quais se aplicam apenas as regras

(1-4).)

W1 — W2 wl, w2)

W1, w2 «— W2, wl)

W1, wl — W2), (W1 «— W2, w2)
(Wl, (wl — w2) — W2),

(W1, (w2 — wl) «— W2)

(W1 — W2,(wl - w2)) = (W1l W2 (wl— w2),(w2— wl))

(
(
E
(W1, wl — W2), (W1, w2 — W2)
(
(
(
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